UNIDAD 11

Identidades trigonométricas para el arco mitad

Seno del arco mitad

1-Cosx
Sen 1 =%
2 2
Demostracién
Recordar que:
1-Cos2y
Cos2y =1-2Sen?y B 2Sen?y =1-—Cos2y K Sen?y R a—

’ _ X
KSeny =+ 10%23/ X hacemos: y=§ K 2y =x, tendremos:

X 1-Cosx
X Sen—==
en2 >

L.q.q.d

Observacion general

La eleccion del signo “+” 6 en las formulas expuestas que presentan
radicales, dependera del cuadrante al cual pertenece el arco “X/2”, asi como
del operador trigonométrico que lo afecta.

Ejemplos

Sen50°= Sen(m) _ 4 [1=Cos100°
N
IC

Sen200°:Sen(4000):_ 1-Cos400°
NN
lnc
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Coseno de arco mitad

Demostracion
Recordar que:
Cos2y = 2Cos?y — 1 X 2Cos?y = 1 + Cos2y
1+ Cos2
X Cos?y = i) )
2
1+ Cos2y
X Cosy == — 5
X

X hacemos:y = 5 X 2y =X, tendremos:

X 1+ Cosx
X Cos — == |]—— L.q.q.d
2 2 a4
Ejemplos

° o
Cos100°= 003(2020 j: _ ”C%
\’ IIC j

00°j |1+ Cos600°

+—

Cos300°= Cos( 6 5

N,

Tangente del arco mitad

X 1- Cosx
Tan—=+ ‘/—
2 1+ Cosx

Demostracion
Observar que:

X 1- Cosx 1- Cosx
Taniz SenE = 2 = 2
Cos > 1+ Cosx 1+ Cosx
2 2 2
X 1-Cosx
g Tans =\ Cosx L.a.q.d
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Ejemplos
100° 1-Cos100°
Tan50°=Tan -4
{»2 )/‘ 1+ Cos100°
IC
Tan300°= Tan( 6°0°j _ \/m
\ 2 j 1+ Cos600°
IVC

Tani = Cscx — Cotx

Demostracion
Notemos que también:
X X X
X Sen% SenE ZSenE ZSenZE
Tan= = x X x X X
— Cos— 2Sen— 2Sen—-+Cos—
Cos 2 2 2 2
X
1- CosZ{—]
~ 2) 1-Cosx _ 1 Cosx
S -y _
Sen2(—j Senx Senx Senx
2
X
X TanE = Cscx — Cotx L.g.q.d
Ejemplos
100°
Tan50°= Tan > = Csc100°-Cot100°
Tan300°= Tan( 6020 j = Csc600°-Cot600°
Cotangente del arco mitad
Cot X N 1+ Cosx
2 7 V1= Cosx
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Demostracion
Observar que:

X /1 + COSX 1+ Cosx
c X CosE %
ot—
2 X 1-— COSX 1- Cosx
2
R Cot— f1+Cosx La.q.d
1-Cosx
Ejemplos
[o] [o]
Cot100°— (200 J:_ /1+005200
\’ 1-Cos200°
IIC
[o] (o]
Cot200°= Cot(400 J - ‘/M
\2 1-Cos400°
Inc
X
Cot E = Cscx + Cotx
Demostracion
Notemos que también:
X
Cos— Cosi 2Cosi 2Cos? X
Cot> = 2 _ 2 2 _ 2
ot = = . =
Seni Sen— ZCosi 28en£Cos£
2 2 2 2
X
1+C 2(—)
_ o8 2 _1+Cosx _ 1 +Cosx
Senz(ij Senx Senx Senx
« 2
X COtE = Cscx + Cotx L.q.q.d
Ejemplos
200°

Cot100°= Cot( > j = Csc200°+Cot200°

o
Cot200°= Cot( 4020

] = Csc400°+Cot400°
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Secante del arco mitad

X 2
Sec—=+ |——
2 1+ Cosx
Demostracion
Sabemos que:
Cos X+ Sec X 1
2
X
X Sec—= L = !
2 Cos X . 1+ Cosx
2 T3
SecX -+ ‘/ 2
eC—=TF 4 J——
X 5 1+ Cosx L.g.q.d
Cosecante del arco mitad
X 2
Csc—=%
2 1-Cosx
Demostracion
Sabemos que:
Sen X *Csc X =1
2 2
1 1
X Csc X= =
v 2
N Csce=* ‘/L L.q.q.d
SCE— 1— Cosx .q.q.
Ejemplos
Si: Cosx =0,6 K 270°< x <360°
X X
Calcular los valores de * CSCE Ty SGCE ”
Resolucion
* Cosx=0,6 X Cosx = i X Cosx=—
10 5

* 270° < x <360° X

X
1350<E <180° X

“i"MIIC
2
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Entonces tenemos:

X 2 X
i) Csc—=+ ‘/ = — 2
) 2 JA 1-Cosx CSCz ‘/g
IIC
X 5
ii) SecX = _2 .- — Sec—=—£
2_ 4 V1+Cosx 1+2 2 2
iC + 5
Resumen de féormulas
Basicas
« |senX_ 4 f1—Cosx
2 2
« |cosX -+ /1+Cosx
2 2
* Tanizi‘w_cosx _ 1-Cosx = Cscx — Cotx
2 1+ Cosx Senx
* Cotﬁzi 1+ Cosx = 1+ Cosx =Cscx + Cotx = "
2 v 1-Cosx Senx TanX
2
Observaciones
* Secgz 1 X Secizi‘/L
CosX 2 1+ Cosx
X 1 X 2
* CSC§= X Csc==+|——
sen> 2 1-Cosx
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Notas
* E~s Notables Aproximados:

71°30

18°30'

3

* Bx.s Notable Exacto:

22°30'

22
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Problemas |
1. Si
Cos29=i;rc<6<3—Tc
Calcular: 2
0
Sen?2
en 5
25 1
fanh b) — e
a) 36 ) 6 c)
PR
6 6
2. Si:

Secx=8;270° <x<360°
Calcular:

ZCosi
2
1 3 3
— b) = e
a) 8 ) 7 c) 5
3 3
d — —=
) 7 e) 5
3. Si
—Ta2”X =8 0e<x<90°
Hallar:
Tan%
2 3
= b)—= 1
a)3 )2 c)
5 6
d)= =
)6 6)5
4. Si
Senx=% ; 450° < x < 540°
Calcular:
X
Csc >
5 5 5
et b) < =
a) ) 3 ) 7
5 25
d) == =
)73 ®) 28

5. Calcular:

4-CosE

a) V2-+/2 b)2+/2 —~/2
) N2++/2 d) 2422

e) 242 ++/2

. Determinar el valor de:

2Sen -~
T

c) \/2— 2++2 d) \/2+\/2+\/§

e) 24242

. Calcular:

Tan 37°30°

a) V6 +/3 +2+2
b) V6 -3 +/2 -2
c) V6 +3-2+2
d) V6 -3 -+2-2
e) V6 +/3-2-2

. Hallar el valor aproximado de:

W = Csc18°30'
Sec26°30'

a) v2 b)v5 )6
d) v/8 e) 20

. Si:A=555°

Hallar:

Cot(%)
a)V2-1 b)1-+2 ¢)2+1
d) —1-+2 e) —%
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10. Reducir:

M= I1+C25200 —2c0s40° /1—035800

a)0 b) Cos 10° c) Sen 10°

d) 2Cos 10° e)2 Sen 10°

11. Si:
/1+Sen200° _ Cscx
1-Sen200° Secx

Hallar la medida del angulo agudo “X".

a) 20° b) 35° c) 40°
d) 55° e)70°
12. Reducir:
W =Cot 46 + Csc 46 - Csc 20
a)Tan 6 b)-Tan® c)Cot6

d)—Cot 6 e)0
13. Indicar el equivalente de:

_ Tanx-—Sen2n

~ Secx +Cosn
a) Cotx b) —Tan% c) —Cot%
d) Tan% e) Cot%

14. Indicar el equivalente de:

2SenX.Cos2
2 2

P =
1+ Cos? X —sen? X
2 2
a) Tan X b) Cotl c)-Tan X

2 2 2
d) CotX e) Tanx

2 2

15. En la siguiente igualdad:

C0s12°30' = ”STe”d’
Hallar la medida del angulo agudo “¢'.
a) 12°30' b) 77°30'  ¢)50°
d) 25° e) 65°

16. Indicar el equivalente de:
_ 1-Cosx + Senx

1+ Cosx + Senx

X X

1 b) Sen— Cos—

a) )en2 c) 032
X X
d) Tan= Cot—
) an2 e) Co >

17. Si:

A A 1
Cos—-CosA+Sen—-SenA=—
032 osA+ en2 en 3

Calcular el valor de:

TanA
4
a) iﬁ b) +v2 ¢ iﬁ
2 3
V3 1
d) +Y2 +—
) > e) 5
18. Si: Csc x + Cot x = 0,666...
Calcular:
T E_lj
an(4 2
1 1
= b) — -5
a) 5 )5 c)
1
d)5 ——
) e) 5

19. Si: 00%:\/5 £ 0° <x<90°

Hallar:
Q=3Senx-2Tan x

a)0 b)5v5  «¢)
d)@ e)\/5
20. i 90° < x < 180° y
Cot2§ +Tan2§ =27

Calcular: Tan 2x

20 20 21
a) E b)—a C) 2—0
21 4
) Pl _
20 7%
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CLAVES |
1.¢c 2.e 3.a 4.c 5.e
6.c 7.e 8.d 9.b | 10.a
11.d | 12.b | 13.e | 14.a | 15.e
16.d | 17.a | 18.a | 19.a | 20.b
Problemas II
1. Si:
Cos<x=§;0°<oc<90°
Halle:Seng
2
I R
6 6 12
d) 6 e)@
2. Si:
Cose=1 ;ﬂ<e<2n
2
Calcule: Cosg
9 9 3
= b) — =
AT, 16 971
3 1
d) = —
'4 ° 16

25Cos*x—4 = 0; 180° < x < 270°

Calcule: Tan%

a7 b3 o —\E
3

d) —\E e) —J10

4. Calcule “x”, si:

\/1—Cos10° . \/1+C0320° _ Sen20°

2 2 " x-Cos5°
a)8 b) 4 c)2
1
d) 1 —
) e)2

. Reduce:

CotX - 2Cotx
E-_ 2
Tgl + Cotx

2

a) 28en% b) 2COS% c) 2Tg%

X X
d) 2Sen?= e)2Cos?—
) 2 ) 2

. Calcule:

P =5+/2 -Sen26°30’ - Cos 18°30’

a) 1 b) 2 c)3
d)4 e)5

. Si:

Sec 10° + Tan 10° = k
Calcule: Cot 50°

a)k b) 2k c) k!
d) 2k’ e)vk
. Reduce:
M = Csc6° —Cot6° Sen40°

Tan3° ~ Csc40° + Cot40°

a)1 b) Sen 40° c¢) Sen 50°
d) Cos 80° €) Sen 80°

9. Halle:
T T
Q- TgEit 28en4TE
Cth—ZCosg
a)1 b)l c)—1
a1 e)g
2

10. Si se cumple:

/1 —Sen50°
- - = t x: X
17 Sen50° Cot x; (x X agudo)

Halle: Sec(x—10°)

a)2 b)~2 )3
5
d)4 07
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11. Simplificar:
R= Csc9 —Cscg —Csc6—-Ctg 6
4 2

0 0
0 b) Ctg— Ctg—
a) ) Ctg 7 c) 93
0 0
d)Tg— Tg—
)Tg 7 e) 9g
12. Reducir:
_ Tan10° + Cot20°
Cot10° - Cot20°
a)1 b) 2 c) -1
d)-2 e)l

2
13. Simplifique: (0°< x < 90°)

E = Cos X1+ Cosx - SenX i Gosx %S

17. Reduce:
E = Csc x+Csc 2x+Csc 4x+Csc 8x
a) Cot 6x b) Cot 4x
X
c) Cot 2x d) Cot 3 —Cot x

e) Cot% —Cot 8x

18. Dada la siguiente identidad:

(1+Sen x+Cos x)?
X
2
c) 4Sen x

+(1-Sen x+Cos x)? = WCot
Calcule: W
a) 2Sen x
d) Cos x

b) 3Sen x
e) 2Cos x

Sen x=—220_ - 55550: xe[90°:1807]

a) V2 Cos x b) 2Cos x a’ +b*’
X
c) % Cos x d) Cos x Calcule: Tg 2
0
®) a) -2 by -2 ¢ ab
14. Reduce la expresion: b a
E—Tg2 X, Senx+Cosx—1 a b
g 2+ 1+ Cosx +Ctgx d) b e)
a) Sen x b)Cosx c)Tgx
d) Sec x e) Cscx 20. Simplifique:
15. Reduce: (90° < x < 180°) Ctg(%%) +Tgx
1 1+ Cosx E= T X
* 2 Secx — Tg(— - —j
1- — 4 2
E= 5 a) 1 b) —1 c) Csc x
c s d)-Cscx e)Senx
0SX enx X
a b c) Cos=
) 8 ) 8 ) 8
X X CLAVES Il
d) Sen= e) Sen=— 1.b| 2.c| 3.c| 4b]| 5d
8 4 6.c 7.c 8.c 9.d | 10.a
16. Reduce: M.e | 12.a | 13.a | 14.e | 15.d
M = (1+ Cos2x)(Csc2x — Cot2x) 16.c | 17.e | 18.c | 19.d | 20.c
Sen2x(1+ Cosx)(1 + ng %)
a) V2 b) 1 c)%
1
d)— e)2
)4 )

136
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UNIDAD 12

Identidades trigonométricas para el arco triple

Seno del arco triple

[ Sen3x = 3Senx — 4Sen’c |

Demostracion
Notamos que:
Sen3x =Sen (2x + x)

Sen2x ¢ Cosx + Cos2x * Senx

(2Senx » Cosx) * Cosx + Senx * Cos2x

2Senx « Cos?x + Senx * (1 — 2Sen?x)
= 2Senx * (1 — Sen?x) + Senx — 2Sen®x
= 2Senx — 2Sen®x + Senx — 2Sen3x

X Sen3x = 3Senx — 4Sen3x L.q.q.d

Ejemplos

* Senba = Sen3(2a) = 3Sen2a — 4Sen2a

*  Sen27° = Sen3(9°) = 3Sen9° — 4Sen39°

* 3Sen40° —4Sen’40° = Sen3(40°) = Sen120°

* 3Sen 6 4Sen? 9 =Sen3 (ﬂ] = Senb
3 3 3

Coseno del arco triple
| Cos3x = 4Cos®x — 3Cosx

Demostracion
Notamos que:
Cos3x = Cos(2x + x)

= Cos2x * Cos x — Sen2x * Senx

Cosx » Cos2x — (2Senx » Cosx) * Senx

Cosx ¢ (2Cos?x — 1) — 2 Cosx * Sen?x
= 2Cos% — Cosx — 2Cosx(1 — Cos?x)
= 2Cos®*x — Cosx — 2Cosx + 2Cos3x

X Cos3x  =4Cos*x — 3Cosx L.q.q.d
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Ejemplos

* Co0s33°=Cos3(11°) = 4Cos*11° — 3Cos11°

e Cos9B = Cos3(3B) =4Cos®*3B3 —3Cos3p

*  4Cos¥60°+¢)-3Cos(60°+¢) = Cos3(60°+p) = Cos(180°+3¢p) = —Cos3¢
* 4Co0s%8°20" — 3C0s8°20’ = Cos3(8°20’) = Cos24°60’ = Cos25°

Degradacion del exponente “3” 6 “Cubo”

Las férmulas expuestas a continuacién son empleadas en las expresiones
trigonométricas, donde se presenten “senos” o “cosenos” de un cierto arco
elevado al exponente “3”.

Degradacién del “Cubo” del seno de un arco simple “x”
Se ha demostado que:

Sen3x = 3Senx — 4Sen3x X |4Sen3x = 3Senx — Sen3x

Ejemplos

* 4Sen®5° = 3Sen5° — Sen3(5°) = 3Sen5° — Sen15°

* 4Sen®*3a=3Sen3a— Sen3(3a) = 3Sen3a— Sen9a

4Sen®15° 3Sen15°-Sen3(15°) 3Sen15°-Sen45°
4 Bl 4 B 4

* 3Sen26 — Sen66 = 3Sen20 — Sen3(20) = 4Sen320

e Sen*15°=

Degradacién del “Cubo” del coseno de un arco simple “x”
Se ha demostrado que:

Cos3x = 4Cos*x — 3Cosx X | 4Cos®x = 3Cosx + Cos3x

Ejemplos
* 4Cos®5¢ =3Cos5¢ + Cos3(5¢) = 3Cos5¢ + Cos15¢
e 4C0s%12° = 3C0s12° + Cos3(12°) = 3Cos12° + Cos36°

4Cos® 2B  3Cos2B +Cos3(2B) 3Cos2pB + Cosbp
4 B 4 B 4
* 3Co0s10° + Cos30° = 3Cos10° + Cos3(10°) = 4Cos*10°

o Cos®2p=

Tangente del arco triple

3Tanx — Tan®x
1— 3Tan2x

Tan3x =
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Demostracion
Notamos que:
2Tanx
T Tan2x Tanx+ 1-Tan?
Tan3x = Tan(x + 2x) = anx+ = —anXx
1-Tanx « Tan2x 2Tanx
1-Tanx - —
1-Tan“x
Efectuando tenemos:
Tanx - Tan®
M Tan3x = —1anx - Tan’x L.q.q9.d

1-3Tan?x
Ejemplos

o_ 39090
+ Tan66° = Tan3(22°) = 212N2Z_Tan 22
1-3Tan“22°
_3Tan30 —Tan’3a

1-3Tan?3a

e Tan9a = Tan3(3a)

. 3Tan10°-Tan®10°
1-3Tan?10°

= Tan3(10°) = Tan30°

Cotangente, secante y cosecante del arco triple
Tomaremos las identidades reciprocas aplicadas el arco triple, es decir:

Como: Tan3x ¢ Cot3x =1 X Cot3x =

Tan3x
Como: Cos3x * Sec3x =1 X Sec3x =

Cos3x
Como: Sen3x e+ Csc3x =1 X Csc3x =

Sen3x

Problema aplicativo
Sec3x

Siendo: == v0,444... - calcular el valor de “Cot3x”.
Resolucion
1
Sec3x P 4
Sabemos: =404 R _Cos3x__ |
Csc3x 1 9
Sen3x
. Sen3x 2 q Tandx = g
Cos3x 3 ansx=j
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Finalmente: Cot3x =

Tan3x

Resumen de féormulas

Basicas:

*

*

X Cot3x =

Sen3x = 3Senx — 4Sen3x

1
2
3

N | w

Degradan “cubos”

Cos3x = 4Cos®x — 3Cosx

4Sen’x = 3Senx — Sen3x

4Cos®x = 3Cosx + Cos3x

_ 3
Tan3x = 3Tanx — Tan“x

1-3Tan%x

Observaciones:

* Cot3x =
X Tan3x

* Sec3x =
X Cos3x

* Csc3x =
Sen3x

Especiales:

Sen3x = Senx(2Cos2x + 1)

Cos3x = Cosx(2Cos2x — 1)

2Cos2x +1
Tan3x = Tanx

2Cos2x —1

4Senx » Sen(60° — x) » Sen(60° + x) = Sen3x

4Cosx * Cos(60° — x)* Cos(60° + x) = Cos3x

Tanx ¢ Tan(60° — x) « Tan(60° + x) = Tan3x

Notas

V5 -1

4

Csc18°=\/§+1

Sen18° =

Cos36° = 5+1
0Ss = 4
Sec36° = /5 —1

140
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Problemas |
1. Siendo:
1
C =
0s X 7
Calcular:
P =Cos 3x - Sec x
1 11 7
—_ b) —— =
a) 7 ) ) c) 7
7 5
d)-=— X
) 7 e) 7
2. Siendo:

Cos x = \/g ; “X” es agudo;

7.

De la figura, hallag Cos 2x

n m
3x X
A C
m-n m-n m-n
a b c
) 2m ) n ) 2n
OI)m—n e)m+n
m 2m

La siguiente igualdad es una
identidad:

Sen3¢ Cos3¢p
Calcular: Tg 3x Send * Cos¢ 2kCos¢
a) ﬁ b)_ﬁ C)_Q Hallar: k
5 5 4 a)0 b) 1 c)2
d)4 3
) 2 2 ) e)
) 4 €) 3 9. Calcular:
3. Simplificar: Cos 85°(1+2Sen 80°)
Sen3x
===—=_1
Senx NI | NGRS
a) Cos x b) Cos 2x c) 2cos x 2 2 4
d) 2Cos 2x e) Cos* _
4. Calcular: 4 4
J=Sen 10° - Sen 50° - Sen 70° 10. Calcular:
1 1 1 Sec 2% 1 8Cos? 2%
a) 2 b) 7 c) 8 9 9
a)1 b) 2 c)3
d) 1 e) a1 d)5 e)6
16 32 o
B 11. Simplificar:
5. Segalesel Vggff dg 40° - Sec 80° W = Sen3x-Cscx , 3Cosx + Cos3x
= Sec - Sec - Sec = 5 —
a)8 b) 6 c) 16 0,75-Sen’x 3Senx-Sen3x
d)4 e) 32 a)4+Cot’x  b) Cot® c) 2Cot3x
wyr i d) 3Cot*x  e) 4Cot3x
6. Hallar “x”, si:
T Tq72° 12. Si:
gxo =9 S P =4 - 8Sen2?9° — 3Sec 18°
Tg12° Tg42 Entonces una expresion equivalente
o o o para P sera:
3; 22° 2; ;g" 024 a)Tg9° b)Tg18° c¢)2Tg18°
d)2Tg9° e)Tg36°
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Si: 3Tg?x + 6Tg x — 1 =2Tg%

Calcular: Tg 6x 19. En la figura mostrada, calcular: a
4 3 1
a) — b) = c) —
) 3 ) 2 ) 5
1 2
L < 537\
d-3 € 3 A7 5 c
En la siguiente igualdad se tiene
una identidad trigonométrica:
ASen4x + BCos2x =Sen3x - Cotx
Senx + Cosx a) Tg120° b) Tg240° c)Tg 30°
+ Cos 3x - Tg x d)Tg54° e)Tg21°
Calcular: A+B
a)1 b) 2 c)3 20. Calcular “x”.
d)6 e)4 ‘b S
Si: 1
aCsc x = 3 —4Sen?x A
bSec x =4Cos?x — 3
Calcular: a?+b? 19° AN
a) -2 b) 0 C) 0,5 a) 40° b) 50° C) 30°
d) 1 e)2 d) 37° e) 53°
Sen(60°—x) =% CLAVES |
Calcular: 1.b| 2.b| 3.d 4.c| 5.a
W = —Cos 6x 6.a 7.c 8.c| 9.d| 10.e
41 5 329 M.a| 12.c | 13.a | 14.e | 15.d
a) — b) — C) ——
) 17 ) 57 ) 759 16.c | 17.a | 18.e [ 19.e | 20.¢c
a 83 o) 121 Problemas I
65 130 1. Reduzca:
3
Calcular el valor de: p - Sen3x +Sen”x
Cos3x — Cos3x
3/ o
M = J1+6C0s20° a) Tan x b)Cotx  ¢)Tan3x
2Co0s20° d)Cot3x €)1
a) 1 b) 0 c) 0,5 2. Simplifique:
d) 1,5 e) 3 Cos®x — Cos3x . Sen®x + Sen3x
En la figura mostrgda, calcular “x”. a) -1 Cosx b) -2 Sf)m;
d)2 e)3
3. Calcule el valor de:
3Sen15°—4Sen15°
>
f 57°% 4Cos>20° — 3C0s20°
AR1° AN 2 3
A D c a)% b)g o2
a) 10° b) 20° c) 15° 1
d) 25° c) 30° d)v/3 &)
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4. Calcule el valor de: Sen 159°
117 107 44
L b) —— -/
2 225 ) 225 9 228
44 22
d) —— il
125 ® 225
5. Si: 2Sen 3x = 3Sen x; calcular:
“Cos 2x”
a) 0,20 b) 0,25 c) 0,30
d) 0,40 e) 0,50
6. Calcular:
Sen10°-Sen50°-Sen70°
Tan20°-Tan40°- Tan80°
1 1 1
V3 V3
d) — R
) ®) 24
7. Reduzca:
3Tan?0: -Tan 30 + 3Tan 6 — Tan0
a)Tan6 b)Tan36 <c¢)Tan66
d) Cot 6 e) Cot 36
8. Si: Tan (% - Xj = g; calcular:
“Tan 3x”
453 153 . 53
— b) — —
A28 Y8 92
g 53 ) 453
7 14
. X X
9. Si:4Cos?==3+4Sen’*—;
i 0s 5 en 5
Calcule: Cos 3x
1 3 3
— b) —= -
23 )74 977
d) _3 e) 3
16 8
10. Si: O,é Csc a = Cos a; calcule:
“Sen 60"
22 11 2
£z b) — il
2 27 )97 977
9 1
d) = —
)11 ®) 27

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Reduzca:
16Cos®x — 24Cos*x + 9Cos2x
a)3Senx b)3Cos x c¢) Cos?3x
d) Cos®3x  e) Cos*3x
Reducir:
E=SeMX 30052
Senx
a) —Sen?x b)—-2Sen2x c) -Cos?x
d) Sen?x e) Cos?x
Reducir:

M= Sen3x + Sen®x
Sen2x

a) %Cosx b)%Senx c) %Cosx

d) %Senx e) %Cosx

Reduzca:
Vv::SenZB Sen§B4_Cos§B
2 (Sen’p Cos’p
a) 3Tan B b) 6Cot B
c) 3Tan 28 d) 6Tan 2B
e) 6Cot 23
A qué es equivalente:

3 +6Cos 10°?

a) Sen 10° b) Sen310°
c) 8Sen?10° d) 8Cos®10°
e) 8Sen®10°

Indique el equivalente de:

Tan?20° - Tan?40° + Cot280°
a) 2Tan 10° b) 4Tan 10°
c) 2Tan?10° d) 4Tan210°
e) 2Tan 20°

¢ Cuantos valores enteros puede
tomar la expresion:

1-Cosbx
1-Cos2x
b) 3
e)9

c)4
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19. Reduzca:

144

- 20.Si: Tan 3x - Cotx =n®
18. Si: Sen>——Sen?x = mSen 3x. Calcule:
3 Cosx
Halle: “m” ="
(n—1)-Cos3x
a)lSenx b)lcscx c)lCosx n%+n+1 n% —n+1
4 4 4 a) ———— b) ———
2 2
d)lsenx e)1CSCX n®+n?+1 n+n
2 2 c) ——— d)
2 2
n%+n+1
Tan 10°+ Tan 60°+ Tan 40° e) T
a)Tan20° b)Tan40° c)Tan50°
d)Tan70° e)Tan 80°
CLAVES Il
1.b] 2.e| 3.c| 4.d] 5.b
6.e 7.b 8.a 9.d | 10.a
11.c | 12.a | 13.a | 14.e | 15.d
16.d | 17.e | 18.b | 19.d | 20.a
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Transformaciones trigonométricas

De suma o diferencia a producto

Recordar que:

Sen(x +y) = Senx ¢ Cosy + Cosx * Seny
Sen(x —y) = Senx * Cosy — Cosx * Seny

(1) +(2):

Sen(x +y) + Sen(x —y) = 2Senx « Cosy

Haciendo:x+y=A X x-y=B K

Reemplazando en (3):

SenA + SenB =

ZSen( A ;r B j . Cos(

Analogamente y en resumen tendremos:

A-B

J

SenA + SenB =

2Sen(A i BJ- Cos ﬂJ
2 2

SenA —-SenB =

2Cos

CosA + CosB =

ZCos[

CosB — CosA =

28en(A+BJ-Sen A

Ojo:

CosA —CosB =

Ejemplos

e Senbx + Sen2x = ZSen( 6x ; 2Xj . Cos(

—ZSen(A;B}Sen(

6x — 2x

Donde:

J = 2Sen4x * Cos2x
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Sen80° — Send(° = 2005(800 ;40") . Sen(8°° £4°°) = 2C0560°Sen20°

=2Co0s86 * Cos40

Cos120 + Cos40 = 2003(1 20 + 46)

.003(129—4(9]

55°45° 550_5°
Cos5° — Cos55° = 239”( > j Sen( > J = 2Sen30°Sen25°

55°+5° 55°-5°
Cos55° — Cos5h° = —2390( 2+ J Sen[ 2 ) = — 2Sen30°Sen25°

De producto a suma o diferencia
Recordar que:
Senx+Cosy + Cosx*Seny = Sen(x +y) ... (1)
Senx+Cosy — Cosx*Seny = Sen(x —y)... (2)
(1) + (2):
2Senx+Cosy = Sen(x +y) + Sen(x —y)
Analogamente y en resumen tendremos:
2Senx-Cosy =Sen(x +y) + Sen(x—vy)
2Cosx*Seny =8Sen(x +y)—Sen(x—y) Donde: m
2Cosx*Cosy =Cos(x +y) + Cos(x—vy)

Ojo:

2SenxSeny =Cos(x—y)—Cos(x +vy) |

Ejemplos

* 2Sen5x+Cosx = Sen(5x + x) + Sen(5x — x) = Senbx + Sen4x

*  2C0s30%Sen15° = Sen(30°+15°) — Sen(30°-15°) = Sen45° — Sen15°
e 2C0s75°%Co0s5° = Cos(75°+5°) + Cos(75° — 5°) = Cos80° + Cos70°

* 2Sen66-Sen40 = Cos(60 — 46) — Cos(66 + 40) = Cos26 — Cos100

Problema aplicativo
Factorizar:

E = Cos5x * Sen2x + Cos2x * Senx

Resolucion
Multiplicamos por (2) a ambos miembros:
2E = 2Cos5x * Sen2x + 2Cos2x * Senx

Transformamos a diferencia de senos:
2E = Sen7x — Sen3x + Sen3x — Senx
2E = Sen7x — Senx

Transformamos a producto:
2E = 2Cos4x » Sen3x
E = Cos4x » Sen3x
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Problemas |
1. Calcular:
Sen3—n+8enE
Ke_—_8 8
B 3n b
Sen—-Sen—-
8 8
a)1 b) ﬁ c) 1
2 2
d) 2+ e) 2 -1
2. Reducir:

_ Sen12x + Sen4x _ CosT1x — Cosd5x
Cos12x +Cos4x Sentix—Senbx

a)2Tan 8X b)2 c)1
d)2Cot8X e)0

. Siendo: ¢ = 2 rad

Hallar:
_ Sen3¢ -Sen23¢

~ Sen4¢ +Sen16¢
b) 1 c) -2

e)

a) -1

d)2

Simplificar:
_ Cos(150° + x) + Cos(150° — x)

Cos(120° — x)— Cos(120° + x)

a)—Tan x b) Tan x c) —Cot x

d) Cot x e)1

Hallar Cot 68°, si se cumple que:

Sen 12°+Sen32°=m;

Cos 12° + Cos 32°=n

Z N|=

a) m+n b) m-n c)mn
agm e) L
n m
Calcular:
_ Cos10° + Cos15° + Cos20°
Sen10° + Sen15° + Sen20°
V3 V3
a) — b) — c)2+/3
)% )5 )2+/3
d)2-v3  e)2+43

[7e ]

Hallar “n” en la siguiente Identidad:

1+ Cos 2x + Cos 6x + Cos 8x
=n-Cos x - Cos 3x - Cos 4x

a)4 b) -4 c)2

d)-2 e)1

8.

10.

1.

12.

13.

Calcular:
_ Cos10°
Cos20°

Sen40°
Sen70°

b) 1 c)

S

e)\/§

Factorizar:
Q = Sen?3x — Sen?2x
a) Sen 5x + Cos x
b) Sen 5x - Sen x
c) Sen 3x * Sen 2x
d) Cos 5x - Sen x
e) Cos 5x - Cos x

Llevar a producto:
H=1+2Sen 4y - Cos 4y
a) 2Sen(90°+8y)-Cos(90°-8y)
b) 2Sen(45°+4y)-Sen(45°—4y)
c) 2Cos(45°+4y)-Cos(45°—4y)
d) 2Cos(45°+4y)-Sen(45°—4y)
€) 2Sen(45°+4y)-Cos(45°—4y)

Factorizar:

M=1+2Cos 5°
a)4.Cos 65° - Cos 55°
b) 2Cos 32°30’ - Cos 27°30°
c) 4Cos 32°30’ - Cos 27°30°
d) 2Sen 32°30’ - Sen 27°30’
e) 4Sen 32°30 - Sen 27°30’

Si:

Cos g7 Y211 y
4
Cos 72° =@
Hallar el valor de:
P =2Cos 18° - Sen 36°

a) V5 b) V5 c) 5

2 4

1 1
d) — il

) > e) 7

Calcular:

Q=6Cos 71°30’ - Sen 18°30’
a)0,3 b) 0,4 c) 0,6
d)o,8 e)1,2

U
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14. Reducir:
T = Cos?(A+B)+Cos*A-B)-Cos 2A - Cos 2B
a) Cos A b)CosB )2
d) 1 e)0

15. Factorizar:
J = Cos 3x-Cos 5x — Sen x-Sen 3x
a) Sen 6x - Cos 2x
b) Cos 6x - Sen 2x
c) Cos 12x - Sen 4x
d) Sen 6x - Sen 2x
e) Cos 6x - Cos 2x

16. Calcular:
_ Sen40°-Cos10° - Cos20°-Sen10°

"~ Co0s20°-Cos10° — Sen40°-Sen10°

d) 3 e)%

17. Hallar el valor de:
U = Cot 33°30’ — Tan 3°30’
SRV B A
13 13
8 16
d) — e) —
) 11 ) 11
18. En triangulo PQR se cumple que:
SenP-CosQ=CosP-SenQ
Luego su angulo interno “R” mide:

a) 90° b) 45° c) 60°
d) 30° e) 15°
19. Siendo:

7Senx - Cosx=5Seny - Cosy
Hallar:
Tan (x+y) - Cot (x—y)
a)1 b) 6 c)—6
d)l e) 1
6 6
20. Simplificar:
__SenA +SenB+Sen(A +B)
1+ Cos(A +B)+ CosA + CosB

a) COt[A;B} b) Tan[A;B}

Tan[A +B] A-B
) 1208+l d)Tan[ = }

e) Cot[AgB}

CLAVES |
1.d 2.a 3.b 4.c 5.d
6.e 7.a 8.e 9.b | 10.e
11.c | 12.a | 13.c | 14.d | 15. e
16.c | 17.e | 18.a | 19.c | 20.b
Problemas Il

1.

Halle el valor de “P”; si:
PCos 70° — Sen 65° + Sen 25° =0

2 he g

a
d)\/% e)1 °

Simplifique:
( Cos3x + Cosx )Tan «
Cos3x — CosSx

a) ;Secx b) Cscx c)—Sech

d) 1 Csc 2x e) Sec 2x

Reduzca:
Sen3x + Senbx + Sen9x
Cos3x + Cosbx + Cos9x

a) Tan x b) Cot3x  c) Tan 6x
d) Cot 6x e) Tan 9x

Transforme a producto:
M = Cos a+Cos 5a+Cos 9a+Cos 150
a)4Cos a Cos 2a Cos 7a.
b) 4Sen 2a. Sen 50 Sen 7a
¢) 4Cos 3a Cos 5a Cos 7a
d) 2Cos 3a Cos 7a Cos 9a
e) 2Cos a Cos 3o Sen 5a

Calcular:
(Cos40° + Sen24°)Csc77°

(Cos20° —Sen10°)Sec40°

V2 V3 V3
a) > b) 3 c) 5
6 8
Reduzca:

2Sen 7x Cos 3x — Sen 4x
a)Sen3x b)Sen7x c)Sen4x
d) Sen 10x e) Cos 10x
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7. Transforme a producto:
A= Sen 5x Sen x + Cos 7x Cos x
a) 2Cos 6x - Cos x
b) 2Sen 6x - Sen 2x
c) 2Sen 2x - Cos 6x
d) Cos 2x - Cos 6x
e) Sen 2x - Sen 6x

8. Reduzca:

N = 2Cos 4x - Csc 6x — Csc 2x
a)—-Sec 3x b)-Csc 3x c)—-Sec 6x
d)-Csc 6x e) Tan 6x

9. Simplificar:
_ Sen2x-Cos3x — Senx - Cos4x
"~ Cos2x - Cos5x — Cos4x - Cos3x

a) Cot x b)-Cotx c) Cot 5x
d)—Cot2x e) Cot 2x
10. Simplifique:
Sen20°
/3 - 2Sen20°
a) % Cos 20° b) % Sec 20°
c) % Cos 40° d) % Sec 40°

1
— Sec 80°
e) 3 ec

11. Calcule el menor angulo que cumple:
_ 2C0s20° — Sen50°

Tan x Sen40°
a) 15° b) 20° c) 30°
d) 45° e) 60°
12. Reducir:

1-4Sen10°-Sen70°
Sen5°-Cosb5°

1
d) 4 e)5

13.En la figura mostrada, hallar la

3
0)2

14. La expresién equivalente de:
Senb + Cos(2x —6)
Cosb —Sen(2x - 0)

es:

a) Cot(%—x) b) Tan(%—x)

c) Tan(g +X)

d) Cot(% +X)
e) Tan( % -X)

15. Determine el valor de “k”, si:
kSen 40° = Sec 40° + Sec 100°

a) 3 b) 2 c) 2
d) 242  e) 443

16. Si: 2Sen 50 = 3Sen 3a
Calcular:

5Cot 40 — Cot a
a)-2 b)-1c)0 d)1 e)2
17. Transforme a producto:
R =3Sen 3x + 2Sen x + Sen 5x

a) 8Sen x - Cos®

b) 16Sen x - Cos*x

c) 12Cos x - Sen“x

d) 16Cos x - Senx

e) 32Sen x - Cos®x

18. Halle el valor de “K”, para que la
siguiente igualdad, sea una identidad:

Sen3x - Senx _ Sen3x +Senx _ [Sen6x+ Sen2x)

Cos3x+Cosx  Cos3x —Cosx Cos6x — Cos2x
a)-2 b)2 c)-1 d)1 e)4

19. Simplifique:

_ 2(Sen2o + Sen2p)

" 1+ Cos20. + Cos2pB + Cos2(a. — B)
a)Tana+Tanf b)Tana-—Tanp
c)Tanf—Tana d)Tana-Tanp
e)1

20. Sabiendo que:Seno +Senp=a
Cosa+CospB=b

medida del angulo “0”. Halle: Cos(ow+B) b® +a’
(\Ab‘o ' b+a
= a)b-a b) a—b c)a
K d)b e)atb
5 CLAVES Il
S b 2d] 3c| 4c]| 5d
2Cos 20° 6.d| 7.d| 8d][ 9.d]10.d
a) 16° b) 32° c) 36° M.e | 12.d | 13.d | 14.a | 15.e
d) 54° e)72° 16.c | 17.b | 18.b | 19.a | 20.a
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UNIDAD 14

Resolucion de triangulos oblicuangulos

Tridngulos oblicuangulos )
El triangulo que no contiene el angulo recto se denomina OBLICUANGULO.

* Los elementos basicos de todo triangulo son sus tres lados y sus tres angulos.

* Un triangulo esta determinado si se conocen tres de sus elementos
basicos (uno de ellos es nesariamente uno de los lados).

* Resolver un triangulo significa que dados tres elementos basicos, se
puede calcular los otros tres elementos.

Leyes fundamentales

Ley de senos
“En todo triangulo las medidas de sus lados son proporcionales a los senos
de sus angulos opuestos”.

B En el AABC se cumple:
a b ¢
SenA SenB SenC

“R” KX Circunradio, “O” K circuncentro

2R

Observaciones:
a =2R<SenA
b = 2R<SenB
¢ =2R+SenC

*En el EBCD:

a a
SenA =— =2R
2R SenA

* En forma analoga:
b _r g S -
SenB SenC
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Conclusiones

a b ¢
SenA SenB Senc

=2R Lg.qd

Ejemplos
1. En un tridangulo ABC; si se cumple que a :\/Eu , B =60°y A = 45°,
calcular el lado AC. A
Resolucion
Datos: a =\/Eu
B =60° c b
A=45°
b=7?? B

45°

60°

\IE C
Aplicando Ley de Senos

b 42 2 J2sen60° _ 2(+/3/2)

Sen60°  Sen45° Sen45° J2172

K b=AC=43u

2. Hallar “R”
A
8
o} B
Resolucién
Aplicamos: a =2R+SenA

Segun la figura:

Reemplazando datos: \/E - \/E = 2R+Sen15°
& £

Luego: R=2
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Ley de cosenos

“En todo triangulo la medida de cualesquiera de sus lados al cuadrado
es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos, menos el doble del
producto de dichos lados por el coseno del angulo que éstos forman”.

B En el AABC se cumple:
a?=Db?+ c? - 2bc*CosA
b2 = a2 + ¢ — 2ac*CosB
c? = a? + b? - 2ab+CosC

A C

Demostracion
Tenemos:

B\ * En el BNAHB: h? = ¢ - m?

/ * Enel \BHC: h2=a2- (b-m)? ... (2)
Igualando (1) y (2)

\ c2-m?2=a?-b?+2bm-m? .. (3)

m
b-m C *En el RNAHB: ?:CosA
I b |

S I

X m = cCosA
Reemplazando en (3):
c?=a?-b? + 2b(cCosA)
En conclusién: a?=Db?+c?-2bc CosA ...L.q.qd
En forma analoga se demuestran las otras dos igualdades.
Observaciones:
De la ley de cosenos se deducen:

b? +c? - a? a? +c? —p? a®+b®-c?
B CosB=—-—"—— CosC=——F——"
CosA 5 0s oo 2ab
Ejemplos
1. En un AABC,; si se tiene que a =\/€u ,b=2uy C=75°
A
Resolucion
Datos: a= \/Eu )
b=2u ¢
C=75°
c="7?? 75°
B c
B
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* Aplicando Ley de Cosenos:

c2= (/6 )2 +(2)? - 2(6 )(2)Cos75°
c’=6+4- 4%[@]

R 2=4+243 = (/3 +1)?
X c=(\/§+1)u

2. Enlafigura, encontrar “Cos8” y “6”

V3 +1 V3 -1

V6
Resolucion

Aplicando la ley de Cosenos (Observaciones), tenemos del triangulo
mostrado que:

(W3 +12 + (/3 - 1% - (+/6)?

Cosb = , efectuando tenemos:
2(\/5 +1)W3 -1)

1
X C056=E X 0 =60°

Problema aplicativo

Hallar “X” en la figura:
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Resolucion

Hallamos “y” por ley de cosenos en el AABC

1
y? =82+52—2-8-5'Cos60°=64+25-80°E=89—4O
y2 =49 K y=7

Hallamos “x” por ley de Senos en el ABOC

X ___ Y . x _ T
Sen37° Sen30° 3/5 1/2
Mx—?—8,4
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Problemas |
1. En un triangulo ABC: a=x/§;

B =60°, A =45° Hallar el lado “b”.

a)V8 b2 o)1

d)2 e) V3

. En un triangulo ABC, calcular “c”, si:
a=8b=5y C=60°

a)3 b) 4
d)7 e)9

. En un triangulo ABC: A= 37°,
B=30°a=x+1,b=x-1

c)6

Calcular: x
a)10 b)9 c) 11
d) 13 e) 15

. En un triangulo ABC: a = 5, b = 3,
c =7; calcular: Cos A

a)1/14 b) 3/14 c) 5/14
d) 9/14 e) 11/14
. Enun triangulo ABC, reducir:
J—SenB _SenC
b c
a)1 b) 2 c)ab
2
d)o e) —
) ) b
. Enun triangulo ABC, reducir:
F-_a , 2b 3¢
SenA SenB SenC
(R M Circunradio)
a)o b)R c) 2R
d) 3R e) 4R

En un triangulo ABC, los lados miden 5, 7
y 8. Calcular el Coseno del mayor de los
angulos interiores de dicho triangulo.

a)1/3 b) 1/4 c)1/5
d) 1/6 e)1/7
. Enun triangulo ABC, se sabe que:
a_b_c
4 5 6

Determinar el coseno del menor
angulo interno.

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

En un triangulo ABC, si:
a2+ b2+ c2=24, calcular:
E =bcCos A+ acCos B + abCos C
a)b6 b) 8 c) 10
d) 12 e) 14

En un triangulo ABC, se cumple que:
a?=Db?+c*+bc

Calcular A.
a) 30° b) 60° c) 120°
d) 150° e) 135°

En un triangulo ABC, reducir:
E = 2RSen(B+C)-a

(R X Circunradio)
a)a b) b c)c
d)0 e) 1

En un triangulo ABC, reducir.

E = bcSen A(Ctg B + Ctg C)
a)a? b) b? c)c?
d) abc e) 3abc
En un triangulo ABC, reducir:

E =bCos C + cCos B
+aCos B +bCosA-a

a)b b)a c)c
d) atc e)atb
En que tipo de triangulo ABC, se
cumple:
a b C

CosA - CosB N CosC

a) Isésceles b) Equilatero
c) Rectangulo d) Escaleno
e) K tal triangulo

Encontrar la superficie de un triangulo
en el cual dos de sus lados miden 40
y 30 cm. y el logaritmo decimal del
Seno del angulo comprendido entre
dichos lados es:

-0,30103 (Log 2 = 0,30103)

a) 200 cm? b) 250 cm? c) 280 cm?
d) 300 cm? e) 600 cm?

En un triangulo ABC, los lados estan
representados por 3 nimeros enteros
consecutivos, si el &ngulo mayor es el
doble del menor. Hallar el perimetro.

a) 1/2 b) 2/3 c) 3/4 a) 12 b) 15 c) 18
d) 4/5 e)1/3 d) 21 e) 24
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1

1

1

7. En un triangulo ABC, reducir:
E= (a+b)2-Sen2(%j +(a-b)*Cos? (%)
a)c b) 2c

d) 2c? e) (%) c?

8. En un triangulo ABC:
a_ . b +_C¢ _R
CosA CosB CosC
Calcular:
E=TgA-TgB-TgC
a)1 b)2 c)1/2 d)4 e)1/4

c)c?

9. En un triangulo ABC, en un triangulo

ABC se cumple:
aCos A+bCos B+cCos C=2RSen A-Sen B
Hallar: Tg 2C

a) V3 b) g c) +4/3
d)% e)i%

20. En un triangulo ABC:

C=2A y 4c=3a
entonces al calcular:

E= Cos[%)Sec (AJ

2

1 1
a) — b)—— c)1
)4 ) 7 )

1 1
d) = e)——
) 2 ) 2

CLAVES |
1. e 2.d 3.¢c 4. e 5.d
6.a 7.e 8.c 9.d | 10.c
11.d | 12.a | 138.¢c | 14.b | 15.d
16.b | 17.¢c | 18.c | 19.c | 20.b
Problemas Il

1.

De la figura, hallar: “Sec a”

b

200 o

a b b
a) — b) — c) —
) b ) a ) 2a
a 2a
d) — e) —
) 2b ) b
. Hallar “x” de la figura.
Qrapecio
X {6
45° 30°
a)2 b) 3 o2
d)4 e)V3
. Enun triangulo ABC, se cumple que:
b=\/§p , C=\/§U ; mXC =60°.
Indicar la medida del angulo A.
a) 30° b) 60° c) 15°
d) 75° e) 45°

. En un triangulo ABC, calcular el radio

de la circunferencia circunscrita a
partir de:

a+b N 3c - 40
SenA +SenB SenC
a) 1 b) 2 c)3
d)4 e)5

. Dado un triangulo ABC simplificar:

2R[Sen(A+B)+Sen(A+C)+Sen(B+C)]
a) Area
b) Doble del area
c) Perimetro
d) Semiperimetro
e) Doble del perimetro

“,”

. Hallar “x” de la figura.

X
2
60°
5
a1 b3 )15
d) 7 e) 19
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~

10.

1.

12.

De la figura,zhallar CD.

a)5
d)3

b) 4 c)
e)1

En un triangulo ABC se cumple:

2
2=ph2+c2——b
a C 3 C

Hallar: Tg A

a) % b)3 c) 242
V2 22

Ve 975

Se tiene un triangulo cuyos lados
son proporcionales a 5; 6 y 7. Hallar
el coseno del mayor angulo de dicho

triangulo.
a)0,2 b) 0,3 c)0,4
d)0,5 e) 0,6

En un AABC, hallar mXC.

Si:a=1u,b=3uyc=x/7u
a) 22°30’ b) 45° c) 15°
d) 30° e) 60°

Los lados de un triangulo estan en
progresion aritmética de razén 4m, si
su mayor angulo interno mide 120°,
luego su perimetro es:

a)30m b) 60 m c)15m
d)20m e)10m
Dado un triangulo ABC donde se
cumple:

a b C

CosA - CosB - SenC

Calcular: Sen 9

a)0,4 b)0,5
d)0,9 €)0,3

c)0,7

13.

14.

15.

16.

17.

En un triangulo ABC el perimetro
es 24 m y el circunradio mide 5 m.
Hallar:

N=SenA+SenB+SenC

a)1,2 b) 2,4 c)2,8
d)2,6 e)1,8
De la figura adjunta:
Calcular: Tg a. Ctg B;
Si:AB=17,BC=15
B
o o+B
A C
a)8 b) 14 c)15
d) 16 e) 17

En un triangulo ABC, reducir:

Q= ZSenZ% (b+c)+(b*+c?):Cos A-2bc

a)a?
d) ab
Si los lados de un triangulo ABC estan

en progresion aritmética (a<b<c).
Calcular:

b) b2
e)ac

c)c?

Q- SenA +SenC
SenB
a)1 b) 2 c)4
1 1
d)— —
)2 e)4

Dado un triangulo ABC, se cumple:

CosA , CosB , CosC _ a+b%+c?

a b c kabc
Luego el valor de “k” es:
a)1 b) 2 c)3
1 1
d)— e)—
)2 )3
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18. Hallar “Cos 0" si el sélido es un cubo.

)
a)—ﬁ b) N6 c) N6
6 2 3
V3 2

19. Dado un triangulo ABC, reducir:

a-b B+A) (B-A
w=2-10 1ol B=A
a+b+Cm( 2 )g( 2 )

a)2
d) -1

b) 1
e)-2

c)0

20.

Dado un triangulo ABC, reducir:

N = (a+b)2-Senzg+(a—b)2-Coszg

2 2
a)1 b) a2 c) b?
d) c? e)2
CLAVES Il

1. e 2.e 3.d 4.e 5.¢c

6.e 7.c 8.c 9.a | 10.e
M.a | 12.b | 13.b | 14.d | 15.a
16.b | 17.b | 18.¢ | 19.c | 20.d

158
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Funciones trigonométricas

Funcion trigonométrica ]
Se denomina FUNCION TRIGONOMETRICA al conjunto de pares ordenados
(%, y), tal que la primera componente “x” es la medida de un angulo cualquiera

en radianes y la segunda componente “y” es la razén trigonométrica de “x”.
Es decir:

[FT={(xy) Ry=RT(x) } |

Dominio y rango de una funcién trigonométrica
Si tienemos una funcién trigonométrica cualquiera
y =R.T.(x)
* Se llama DOMINIO(DOM) de la funcién trigonométrica al conjunto de

valores que toma la variable “x”.
[DOM = {x®y =RT.(x)} |

» Se llama Rango(RAN) de la funcion trigonométrica al conjunto de valores

que toma la variable “y”.
[RAN ={ymy=RT.(x)} |

Recordar algebra

La grafica corresponde a una funcion y = F(x) donde su DOMINIO es la
proyeccion de la grafica al eje X y el RANGO es la proyeccion de la grafica
aleje.

A DOM(F) = [x,; x,]
RAN(F) =1y, y,]
Yo 4= — ==
RANGO { &RAFICA DE Y=F(X)
1 I N
0 X1 XZ =X
DOMINIO
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Funcién Seno
Definicion

Sen={(x;y)¥ y=Senx}

Grafico de la funcion seno
y = Senx

1

» EIDOMINIO de la funcion seno es la proyeccion de su grafica al eje x por
lo tanto:

DOM(Sen) = <-o0; +0> 0 IR

*  EIRANGO de la funcién seno es la proyeccién de su grafica al eje y por lo
tanto:

RAN(Sen) = [-1; 1]

Ojo al grafico

Una parte de la grafica de la funcion seno se repite por tramos de longitud
2n. Esto quiere decir que la grafica de la funcién seno es PERIODICA de
periodo 2m. Por lo tanto todo analisis y calculo del dominio y rango se hace

en el siguiente grafico. Y
A

14 -
x 0 | w2 | = |32 2a v \
y=Sem| O 1 0 a4 | o .

Nota:
El periodo de una funcién se representa por la letra “T” por lo tanto el periodo
de la funcion seno se denota asi:

T(Senx) = 2n
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Propiedad
Si tenemos la funcion trigonométrica y = £+Asenkx entonces al numero “A” se
le va a llamar AMPLITUD vy el periodo de esta funcion es 2n/k

Es decir:

AMPLITUD = A
y = +ASenkx K T(Senkx) = 2n
k
Gréfico
Y
A
At —=
AMPLITUD { m
0 : T 2 » X
! K
Af¢-—-————— -
A
PERIODO
TRAMO QUE SE REPITE
Ejemplos
Graficar la funcién: y = 2Sen4x,
Indicar la amplitud y el periodo
Resolucién
AMPLITUD =2
= 2
y =2Sendx K T(Sendx) = n_n
4 2
Graficamos la funcion:
A
2¢-
AMPLITUD { !
0l w8 A 3me JT
2
24— ——— 2> : *
PERIODO
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Funcion Coseno

Definicion

[Cos={(x;y)® y=Cosx} |

Grafico de la funcién coseno
y = Cosx

» EIDOMINIO de la funcion coseno es la proyeccion de su grafica al eje X

por lo tanto:

DOM(Cos) = <-o0; +o> 0 IR

*  EI RANGO de la funcién coseno es la proyeccion de su grafica al eje Y

por lo tanto:

Ojo al gréfico

RAN(Cos) =[-1; 1]

Una parte de la grafica de la funcién coseno se repite por tramos de longitud
2n. Esto quiere decir que la grafica de la funcidén coseno es el periodo 2m; por
lo tanto, todo analisis y calculo del dominio y rango se hace en el siguiente

grafico.

X 0 2

3ni2

y=Cosx 1 0

Nota:

El periodo de la funcién coseno se denota asi:

T(Cosx) = 2m

162
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Propiedad
Si tenemos la funcién trigonométrica y = +tACoskx, entonces al niumero “A”
se le va a llamar AMPLITUD vy el periodo de esta funcion es 2m/k.

Es decir:

AMPLITUD = A
y = +ACoskx X T(Coskx) = 2_7-[

Graéfico
y = ACoskx
Y
A
A ___________
AMPLITUD { -\ /:r
0 H 2_11' > X
|
A ———=—= $
PERIODO
TRAMO QUE SE REPITE
Ejemplo
Graficar la funcién: y = 4Cos3x,
Indicar la amplitud y el periodo.
Resolucion
AMPLITUD =4

y= 4Cos3x K T(0033X) — 2_;

Graficamos la funcion

»<

e [N

* $ » X
0 n/GWn/Z 2n
|
3
[ R ?
PERIODO
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Propiedad fundamental para Seno y Coseno

Para la funcién seno
Si (a; b) es un punto que pertenece a la grafica de la funcién y = Senx,

entonces se cumple que: b = Sena

Y
A

b=Sena ¢/~ —----

Ejemplo
1. Graficamos la funcién:
Y

A

(
RPN S e
> = Sen120° m
4 o
O - w
I
-1=Sen270° ¢————————-—-—

(270% -1)

y = Senx

120°;J§_)

v
x

2. Si (E 12N+ 1) pertenece a la grafica de la funcion y = Senx;

Hallar: “n”

Resolucion

Aplicamos la propiedad, si (% ;2N + 1J pertenece a: y = Senx

X 2n+1=Sen~
6
2n+1=—
12
2n=- —
2

n=——

4
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Para la funcion Coseno

Si (a; b) es un punto que pertenece a la grafica de la funcion y = Cosx
entonces se cumple que: b = Cosa

A

b = Cosa i--\(a; b) /-I

Ejemplo
1. Graficamos la funcion: y = Cosx
Y
A
1/2 = Cos60° -x--.(eo; ) /‘:
o| 60 180° >
1
-1=Cos180°|- - - - == (180°; -1)

V2

2. (%, 2n+ TJ pertenece a la grafica de la funcion y = Cosx

Hallar “n

Resolucion

V2

Aplicamos la propiedad. Si (%;Zn + TJ pertenece a: y = Cosx

X 2n + ﬁ:CosE
4 4
s Y232
4 2
2n =—2 X n=—2
4 8
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Problemas |

1.

Si el punto P(%;Snj pertenece a la

grafica de la funcion: y = Cos x; halle “n”.
1 5 1
- b) = -
T )2 RAT?
5 1
d) > e) >

m.a-b
4’a+b
a la grafica de la funcion: y = Sen x;
halle 2.

b

Si el punto Q( ) pertenece

a)3+2+2  b)5+2
d)% e) V2

c)3-2+/2

Determinar la amplitud y periodo de
c/u de las siguientes funciones:

i. y=4Sen(%)

i. y=+/18 Sen(nx)
ii. y=6-5Sen (3x)
iv.  y=2Senx - Cosx - Cos 2x

Determinar la amplitud y periodo de
c/u de las siguientes funciones:

i. y= 0,5COS(X\/§ )
i. y= nCos(l)
T

ii. y=3+2Cos(x+60°)
iv. y=(Sen x+Cos x)(Sen x—Cos x)

Graficar las siguientes funciones:

. X
i. =2Sen—
Y 2
i. y= \/5 Cos 6x
iii. y=-Senb5x

. 1 X
] — 2
iv. y Cos

. El grafico adjunto corresponde a la

funcion:
YA

1/2

112 /

a) —Cos x

/1N

b 4

N

b)—2Cos X
2

c) 2Cos X d) -1 Cos 2x
2 2

e) l Cos 2x
2

. Halle el area de la region sombreada

en el grafico:

YA (\y = —4Sen?

a
.

47[ 2 E 2 E 2
a)?u b)3u c)3u
d)%u2 e)%u2

. Halle “a/b” a partir del grafico

mostrado:

y =aCos(bx)
ﬂ\/ 8
3

%Y

1 1
d)2 )8
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9. Halle el area de la regién sombreada
en el grafico:
(F(x)=(Senx+Cosx)2-(Senx-Cosx)2
1 R
8n 4r 2n
a) —u? b) — u* c¢) — u?
) 3 ) 3 ) 3
T e
d) = u? e) = u?
) 3 ) 6
10. Hallar el rango, valores maximo y
minimo de la funcién:
Y=5Senx-3
a) Ran.:y € [-8;2] , Max. =2 |
Min.= -8
b) Ran.:y € [-2;8] , Max. =8 ,
Min.= -2
c) Ran..y e [-8;-2] , Max. =-2 ,
Min.= -8
d) Ran..y e [2;8],Max. =8, Min.=2
e) Ran.:y € [-1;1] , Max. =1 |
Min.= —1
11. Halle el dominio de la funcion:

12.

13.

F(x) =+/Cosx —1
a)Dom.:x=nn ; neZ
b)Dom.:x=n7n ‘nez
c)Dom.:x=Q2n+1)t ; neZ
d)Dom.:x=2nn ; neZ
e)Dom.:x=rITTE nelZ

Graficar las siguientes funciones:
i) y=4+3Sen 8x

iy y=-2-4Sen(X)
5
Graficar las siguientes funciones:
) y= 2c:os(§ >3
i) y=-5Cos 6x +1

14.

15.

16.

Halle la amplitud (A) y periodo (T) de
la funcion:

y =1+ 3Cos?2x
a)A=3;T=nr

’T=£
2

3 T
d)A=—=;T==
) 2 2

3 T
A=2.7=1
e) 515

Halle la amplitud (A) y periodo (T) de
la funcion:

y= 4Sen(§ )— 3Cos(% )

f1
a)A=5;T==
b)A=5:T=4x
c)A=1;T=4r
I
d)A=1;T=%
) T=5
e)A=5,;T=2n
El grafico adjunto corresponde a la
funcion:
YA
4
N/
6rn ;
X X
a)2Sen— b) 2-4Sen—
) 3 ) 3
<) 4—2Sen§ d) 2-4Sen 3x
e) 4—2Sen 3x
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17. Halle el area de la regiéon sombreada
en el grafico adjunto:
VA y = 2-3Cosx+4Cos3x

~I

N

X
a)%tu2 b)‘g—nu2 c)z?nu2
d)%u2 e)%u2

18. Halle el rango de la siguiente funcion:

F(x) = Sen*x(1+Sen3x)
+ Cos*x(1+Cos*x)

a)[11] b [%;2} o) Hn}

1 1.4
9 [5’1} ®) [2’3}

19. Indique el dominio y rango de la funcién:

y = Sen 2x - Sec x

x e R ; Ran.:y e [-2;2]

xe R-{nnt;neZ} ;

y € <=2;2>

x e RH{@n+1)n/2;n e Z} ;

y € [-2;2]

xe R-{nn;neZ} ;
Ran.:y e [-2;2]

e) Dom.:x e R-{(2n+1)n/2;n € Z} ;
Ran.:y e <-2;2>

a) Dom.:
b) Dom.:
Ran.:
c) Dom.:
Ran.:
d) Dom.:

20. Halle el area de la regién sombreada
en I?/ figura siguiente:
A

\ N
6&&/

‘y=Senx

iy = Cos x

53 4

a)n\@uz b)nzuzc)nzu2
2 4
d) ﬂ TS ﬂ u?
8 16
CLAVES |
1.c 2.a 3. 4. 5.*
6.d 7.b 8.e 9.c | 10.a
11.d 12.* 13.* | 14.e | 15.b
16.c | 17.d | 18.b | 19.e | 20.c
Problemas Il

1. Si el punto P(43 2) pertenece a la

grafica de la funcién: y=Sen x; halle “n”.

1 J3 V2
a)2 b) > c) >
TN J .
2
2. Sielpunto M[%Qn +%); pertenece

a la gréafica de la funcién: y = Cos 2x;
halle: “n”

V2 Z 2
V2 Y 9%
92

16

3. Determine la amplitud y el periodo de
las siguientes funciones:

a)y = 7Sen 4x
b)y= /23 Cos7+40

c)y =59-/2 - Sen(v/2 x-12)
d) y =4Sen x - Cos x(Cos*x—Sen>x)
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4. Determine la amplitud y el periodode 8. Calcule el area de la region
las siguientes funciones: sombreada:
a)y = Cos 8x VA

b)y = Log 100 - Sen&u)_s

c)y =3-4Sen3 + 3Sen x
d)y=Senx+x/§Cosx

o|gt---
Xy

5. Grafique las siguientes funciones:

i) y = 6Sen 8x 3
T fi 01
“)y=_4sen(§) a) guz b) Z u? C) ? u?
T 4
i)y =7 Cos(%j A T
5 9. Grafique la funcion:
iv)y =——= Cos 4x y = Sen 2x - Csc x
3 e indique su dominio y rango.
6. Calcule si area de la regidn a)Dom =R ; Ran = [-2;2]
sombreada: nn
y = 6Sen(x/4) b) Dom = R—-—; Ran = [-2;2]
y4 ) c) Dom = R-n#; Ran = [-2;2]
d) Dom = R-nn ; Ran = ]-2;2[
/ e) Dom=R—n?n -Ran = [-1:1]
X
10. Grafique la funcion:
a)16mu?  b)24nu? c)36mu? y= Sendx + Sen3x
d) 48m u? e) 72n u? Sendx
7. La grafica adjunta, corresponde a la e indique su Dominio y Rango.
funcion cuya regla de correspondencia
es: 1
ya 11. Si el punto P(a;—j pertenece a la
2/3 2

\ / grafica de la funcion: f(x)=3Sen x;
halle el valor de la expresion:

\/ 4 E =Csca + Cot?a
—2/3 a) 18 b) 24 c) 31
d) 41 e) 45

a)y =% Cos2x b)y =% Cos 2x 12. Grafique las siguientes funciones:
i) y=4-2Senx
3 3
c)y=§Cos4x d)y=§Cossx
) i) y= 3005(%)—5
e)y =3 Cos 8x
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13. La grafica mostrada, corresponde a la
func};')n de regla de correspondencia:
A

T 7T
I

4n

Xy

a)y=3+Sen%

b)y=3-Sen§
c)y=5—239n§
d)y=7—4Sen§
e)y=4—2Sen§

14. Determine el dominio y rango de la
siguiente funcion:

a)%tu2 b)% u? c)%u2
32n 481

d) — u? =y

) 3 Uz e) 3 u

17.La ecuacion de la grafica adjunta

es: y = Asen Bx ademas:
107, )

P| 578 |. Calcule: J2 A+5B
YA

= T
B
Xy

VE

c)6

a)2
d) 8

18. Determine la regla de correspondencia
de: y =1(x)

b) 4
e) 10

y = (Csc x — Cot x)Cos% y ¥ _-y=2Sen x
15. Halle el valor de a/b; a partir de: 1
Y y = aCos bx
S e .
: : \/4 X
x Ly _
4z BT x 1 l ------- y=ix)
3
_ 5x
a)4 b) 8 c) 10 a)y=Cos—
d) 12 e) 16 2
16.Calcule el area de la region b)y=20032
sombreada: . 2
YA y =4Cos2 y =4Sen_ 5x
4 8 c)y=Cos=—
,I ,I )y 2
R dy= Sen57x
\ / X e)y = Cos 5x
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19. Del grafico mostrado, determine la
relaciéon entre los lados de la region
rectangular.

y= 4+/3Senx

y N

~
~-
~

[V
~

S
©ola i3

20.Del grafico mostrado, calcule el
periodo de la funcién; cuyo grafico
se muestra, si el area de la region
sombreada es de 3 u?. (ABCD

cuadrado)
VA / y = 2Cos Bx
\\ M N / ;
/ X
Q P

a)63  b)9V3 ) 1243
d)3+/3  e) 1843

CLAVES Il
1.d 2.c 3.* 4. 5.*
6.c 7.e 8.c 9.d 10.*
11.d 12.* | 13.c 14.* | 15.b
16.d | 17c | 18a | 19.e | 20.a
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Ecuaciones trigonométricas

Ecuacion trigonométrica ]
Una ecuacion se llama TRIGONOMETRICA si ella contiene la incognita “x”
s6lo bajo los operadores trigonométricos.

Ejemplo
1. Senx = Cosx
2. Tanx—Cot2x =0

x 1
3. Sen—=—
4 2
4. Tan2x =3x-1

Ojo:
La ecuacion del ejemplo N° 4 no se llama trigonométricas, por que en esta

[Nl

la incognita “x” se encuentra no solo bajo el operador TAN, si no también sin
otro operador trigonométrico.

Ecuacion trigonométrica elemental ,
Una ecuacion trigonométrica se llama ELEMENTAL o BASICA o SIMPLE si
tiene la siguiente estructura:

FT.(KX)=a
Ejemplo

1) Senx=l
2

2) Cos2x = g
3) Tan% =3

Valor principal de una ecuacion trigonométrica elemental
Se llama valor principal (VP) al menor angulo positivo o mayor angulo
negativo que satisface una ecuacion trigonométrica elemental, es decir:
Si: FT.(KX)=aK VP = angulo
AShod/

angulo
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Valor principal para: SenKX = a
La ecuacion tendra soluciones solamente cuando -1 <a<1

Si a es positivo
Si a es negativo

entonces su VP es un angulo agudo.
entonces su VP es el negativo del angulo agudo.

e Siaes1 entonces su VP es 90°.
e Siaes-1 entonces su VP es -90°.
e SiaesO entonces su VP es 0°.
Ejemplo

Calcular el VP de las siguientes ecuaciones

1

1. Senx=§ X Sen x =% X VP =30°

30°
1 1
2. Senx=—— K Sen X =-—— K VP =-30°
2 — 2
-30°
2 2
3. Sendx = T X Sen 4x =7 X VP =45°
45°
2 2
4. Sendx=——— K Sen 4X =——K VP = -45°
2 2
—45°

5. Sen2x=1 K Sen 2x = X VP =90°
—_
90°

6. Sen2x=-1 K Sen 2x =1 K VP = -90°
—_—
-90°

X X
7. Sen§=0 X Seng =0 X VP = Q°

—
0°

8. Sen3x =2 (La ecuacion no tiene soluciones).
Ojo: El valor principal no es la incognita “x” (VP = x).

Valor principal para CosKX = a

La ecuacion tendra soluciones solamente cuando -1 <a < 1.

» Siaes positivo entonces su VP es un angulo agudo.

» Siaes negativo entonces su VP es el suplemento del angulo agudo.
» Siaes 1entonces su VP es 0°.

» Siaes-1entonces su VP es 180°.

» Siaes0entonces su VP es 90°.

UNFV-CEPREVI 173



TRIGONOMETRIA

Ejemplo
Calcular el VP de las siguientes ecuaciones:

1
1. Cosx=§ X Cos x =l X VP = 60°

1 1
2. Cosx=—§ X Cos X =—— [ VP =120°

1

V2
3. Cosdx=—— X Cos4x =2 R VP = 45°

—_—
450

X Cos 4x =—£ X VP =135°

4. Cosdx =— >

Sk

—
135°

5. Cos2x =1 X Cos 2x =1 X VP =0°
o0

6. Sen—=-1 X Cos 25 =1 K VP = 180°
180°

X
7. Cos == X Cos% =0 K VP = 90°

—
90°

8. Cos 3x = 3 (La ecuacion no tiene solucion)

Ojo: El valor principal no es la incognita “x” (VP # X)

Valor principal para TanKX = a

La ecuacion tendra soluciones para cualquier valor de “a”

» Siaes positivo entonces su VP es un angulo agudo

« Sia es negativo entonces su VP es el negativo de angulo agudo
» Siaes ceroentonces su VP es 0°

Ejemplo

Calcular el VP de las siguientes ecuaciones:

1. Tanx=\/§ X Tanx=\/§ X VP =60°
60°

2 Tanx=-43 X Tan x =—+/3 B VP = -60°
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3. Tan3x=1 K Tan 3x =1 X VP = 45°
no
4. Tan3x=-1 K Tan 3x =-1 X VP = -45°
e
5. Tanx=0 X Tan x =0 X VP =Q°
o
X X
6. Tan—=0 X Tan — =0 X VP =0°
4 4
00

Resolucién de ecuaciones trigonométricas elementales
Resolver una ecuacién trigonométrica elemental significa hallar todos los

valores de la incognita “x” que satisfacen dicha ecuacion. Es decir, que reducen
la ecuacioén a una igualdad después de la sustitucion de la incognita.

Asi, por ejemplo la ecuacion:

1
Sen 2x =—
300 2

2x =30°

x =15°

Tiene por solucion 15°, pero no es la Unica solucion, porque también
satisfacen los siguientes valores: 75°; 195°; 255°; 375°; 435°, ...

El motivo de estos resultados es que las funciones trigonométricas son
PERIODICAS a continuacion citaremos para las ecuaciones que involucran
seno; coseno y tangente a fin de hallar todas sus infinitas soluciones.

Resolucién de SenKX =a
Se aplica la siguiente formula:

[SenkX=a & KX=n(180°) + (-1« VP |0 Z

Denominandose CONJUNTO SOLUCION o SOLUCION GENERAL al
resultado:

2 (180°) + (1) - VP

;“ uxz
K n

Ejemplos
1. Resolver la ecuacion y hallar las cuatro primeras soluciones positivas:

Sen2x = l
2
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Resolucion
Calculamos el valor principal: VP = 30°
Aplicamos la férmula: 2x=n(180° + (-1)"« VP

2x = n(180°) + (-1)" » 30°

, _.n(180°) + (-1)" - 30°
2

“y,

Despejamos “x”:

Obteniendo asi el conjunto solucién:
[ x =n(90°) + (-1)" » 15° |
Para calcuar las cuatro primeras soluciones positivas damos valores enteros

(7]

positivos a “n”. En el conjunto solucion.

Paran =0: x=0(90°) + (-1)°«15° K x=15°
Paran = 1: x=1(90°+(-1)'+15° K x=75°
Paran=2: x=2(90°) + (-1)2«15° K x = 195°
Paran = 3: x=3(90°) + (-1)2«15° K x = 255°

2. Resolver la ecuacion y hallar las tres primeras soluciones positivas en

radianes.
V2

Sen3x = ——
Resolucion
T
Calculamos el valor principal: VP =-45°=— 1
Aplicamos la férmula: 3x =n(180°) + (-1)"« VP
T
Pasamos a radianes: 3x=n(m) + (-1)" (— Z]
nm—(=1)" » %
Despejamos “x”: X = 3
Obteniendo el conjunto solucion:
nrw n T
=—(-1)""
x=— -1 2

Para calcular las tres primera soluciones positivas, damos valores enteros

positivo a “n” en el conjunto solucion

T T
12 X x—fE (no se toma)

Para n=0K& x=0-§—(*1)°'
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T 1 T 51

= :10__ _1 [ JE— = —

Para n=1Kx 3 (-1 12 XK X 12
Para n=2 Mx=2-~_(-1*-g I
CeRXTey 12 % X712

o 3 T 13n

= =0 — — —1 . _-

Para n=3 Kx=3 3 (-1 12 X x 12

Resolucién de Cos KX =a
Se aplica la siguiente formula

CoskX=a K KX=n(360°) tVP | “n"H Z

Denominandose CONJUNTO SOLUCION o SOLUCION GENERAL al
siguiente resultado:

. _ N(360°)+ VP

‘N Z
k

Ejemplos
1. Resolver la ecuacion y hallar las cinco primeras soluciones positivas

Cos2x = 1

2

Resolucion
Calculamos el valor principal: VP = 60°
Aplicamos la formula : 2x =n(360°) £ VP
Despejamos “x™: 2x =n(360°) + 60°

Obtenemos el conjunto solucion: x = n(180°) + 30°
Para calcular las 5 primeras soluciones, damos valores enteros a “n” en el
conjunto solucion
Paran=0 X x=0.180°+30° K x = +30°
X x=30°

Paran=1 K x=1(180°)+30° K x=180°+30° X x =180° - 30°
K x=210° K x=150°

Paran=2 K x=2(180°)+30° K X =360°—-30° ¥ x =360° + 30°
XM x= 330° X x=390°

2. Resolver la ecuacion y hallar las tres primeras soluciones positivas en

radianes
V2
Cos 3x =——

2
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Resolucion

b
Calculamos el valor principal: VP =135° = T

Aplicamos la férmula: 3x =n(360°) + VP
Despejamos “x™: 3x=n(2m) £ %

2
Obtenemos el conjunto solucién: |x = n[?nJ i%

Para calcular las tres primeras soluciones positivas, damos valores enteros a
“n” en el conjunto solucion.

Paran=0 X x=0ﬁi£ X x=J_r£
3 4 4
T
B x=—
4
Paran=1 K x=12—ni£ K X:ﬁ_ﬁ &x=ﬁ T
3 4 3 4 3 4
I R L
12 "2

Resolucién deTanKX =a
Se aplica la siguiente formula:

[TankKX=a ® KX=n(180°)+VP | “n"RZ

Denominandose CONJUNTO SOLUCION o SOLUCION GENERAL al
resultado.

. _ N(180°) + VP
K

;‘n"NZ

Ejemplos
1. Resolver la ecuacion y hallar las TRES primeras soluciones positivas

Tan2x = \/5

Resoluciéon

Calculamos el valor principal: VP = 60°
Aplicamos la formula: 2x =n(180°) + VP
Despejamos “X”: 2x =n(180°) + 60°

Obtenemos el conjunto solucion: |x = n(90°) + 30° |
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Para calcular las 3 primeras soluciones positivas, damos valores enteros

positivas a “n” en el conjunto solucién

Paran=0 X x=0(90°) + 30° K x =30°
Paran =1 X x=1(90°) + 30° K x =120°
Paran=2 X x=2(90°) +30° K x =210°

2. Resolver la ecuacion y hallar las tres primeras soluciones positivas en
radianes.

Tan 3x = -1
Resoluciéon
Calculamos el valor principal: VP =—-45°= —%
Aplicamos la formula: 3x =n(180°) + VP
Pasamos a radianes: 3x = n(n) (_ %j
H [{Fgn L) TC
Despejamos “X”: 3x = nm - Z
T T

Obtenemos el conjunto solucion: |[x =N———

Para calcular las tres primeras soluciones positivas, damos valores enteros

positivas a “n” en el conjunto solucion.

Y T T
Paran=0 X X=0'§_E X x=—E(nosetoma)

Paran=1 & =1.2-Z g ==
aran= X= E—E X—4
_ _ T T _Tn

Paran=2 X X_2.§_E X X—E

T T 117

Paran=3 X XxX=3e——— [ X=—

3 12 12

Resoluciéon de CotKX = a, SecKX = a, CscKX = a
Para resolver ecuaciones trignométricas elementales que involucran Cot,
Sec y Csc se invierten y se obtienen Tan, Cos y Sen respectivamente.
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Ejemplo
1. Resolver la ecuacion:

Cot2x = \/5
Resoluciéon
Invertimos: Cot2x = \/5
_r 1
Cot2x ~ f3
3
Tan2x = T X VP = 30°
2x =n(180°) + VP
2x =n(180°) + 30°
« = n(180°) + 30°
2

[ x =n(90°) + 15° |

2. Resolver la ecuacion:

Sec 3x=2
Resolucién
Invertimos: Sec3x =2
1 1
Sec3x 2
Cos3x =% X VP =60°
3x =n(360°) + VP
3x =n(360°) + 60°
.- n(360°)+ 60°
3

[ x =n(120°) + 20° |

3. Resolver la ecuacion:

Csc%:ﬁ
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Resolucion

Invertimos: Csc— =

n(180°) + (-1)" » VP

= n(180°) + (1) « 45°
= 2[n(180°) + (-1)" +45°]

[x =n(360°) + (-1)" + 90° |

Resolucion de ecuaciones trigonométricas

Para resolver ecuaciones trigonométricas, se reducen aplicando las
identidades trigonométricas, identidades de transformacién a ecuaciones
elementales para luego seguir el procedimiento ya conocido.

Ejemplo
1. Resolver la ecuacion y hallar la segunda solucion positiva:
Sen x = Cosx

Resolucion
Senx = Cosx
Senx i
Cosx
Identidades: Tanx =1 X VP =45°

x =n(180°) + VP

[ x =n(180°) + 45° |

Paran=0 X

=0(180°) + 45° X X = 45°
Paran=1 X =1

X
x = 1(180°) + 45° X X =225°
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2. Resolver la ecuacion y hallar la suma de las dos primeras soluciones
positivas

Sen 2x = Cosx

Resolucion
Sen2x = Cosx

Sen2x — Cosx =0
Arco doble: 2SenxCosx— Cosx =0
Cosx(2Senx—1) =0

Igualando a cero cada factor, obtenemos dos ecuaciones elementales, por lo
tanto dos conjuntos soluciones:

1
Cosx=0 X VP=90° X Senx=§ X VP =30°
X = n(360°) + VP x =n(180°) + (-1)" = VP
x=n(360°) + 90° x =n(180°) + (-1)" « 30°

El conjunto solucién de la ecuacion sera la union:

[ x = n(360°) + 90°| K [ x =n(180°) + (-1)"+ 30° |
Para n = 0 en el primer conjunto tenemos: X = 90°
x =90°
Para n = 0 en el segundo conjunto tenemos: x = 30°

Luego la suma de las dos primeras soluciones positivas es:
30° +90° = 120°

3. Resolver la ecuacion y hallar la tercera solucion positiva:
28en?x = Cos2x

Resolucion
2Sen?x = Cos2x

Arco doble: 1—Cos 2x = Cos2x
Cos2x =1-Cos 2x
Cos 2x+Cos 2x =1
2Cos 2x =1

Cos2x =% X VP =60°
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2x = n(360°) + 60°

. _N(360°)+60°
2

[x =n(180°) + 30° |

Paran=0 K x=0(180°)+30° K x =-30° v  x=30°
Paran=1 K x=1(180°)+30° K x =180°-30° v x=180°+30°
x =150° v x=210°

Luego la tercera solucion positiva es 210°.
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Problemas | 8. Resolver “X” que satisface:
2Cos x + Cos 2x =-1,5; 90°<x<180°
1. Resolver: a) 120° b) 135° c) 127°
2Cos x —+/2 = 0; 0° < x < 360° d)143°  €)150°
a) {45°,135°% b) {45°; 225°% 9. Hallar la suma de valores de los
c) {45° 315°%} d) {135°; 225°% angulos “6” comprendidos entre 0° y
e) {225°; 315°%} 360° que cumpla:
2. Resolver: 2+/3 Cos?0 = Sen 6
4Sen?x + 8Sen x + 3 =0; x € [0;27] a) 60° b) 120° c) 180°
d) 270° e) 360°
5
a) Fn% b) %1% c) %,% 10.Hallar la suma de soluciones
comprendidas entre 0° y 360° que
d) T e) 7n. 11 cumpla:
8 6’ 6 2Tan’x + 3Secx =0
180° b) 270° 120°
3. Hallar “x” que satisface: g; 540° e; 360° ©)
2Cos*x + 3Senx =3
a) 30°y 90° b) 60° y 90° 11. Hallar el numero de soluciones para:
c)45°y 60° d) 75°y 150° x € {(0°; 180°) que cumpla:
e)30°y 180° Tan’x—-3=0
1 b) 2 3
4. Hallar el menor valor positivo de “x” gg 0 e; 4 ©

que resuelva la ecuacion:

12. Hallar "x" que satisfaga:
Senx=1+\/§Cosx d g

a) 30° b) 45° c)75° 8Tanx +&Cotx =2
d) 90° e) 60° T n 37 3t 5n
a)niy  b)ri—= ¢ i~
5. Hallar el menor valor positivo de “x” 34 4° 4 4 4
que resuelva la ecuacion: d) n 5n e) T on
1 1 _ 4’ 4 4’ 8
1+Senx  1-Senx 13. Hallar el nimero de soluciones de “0”
a) 30° b) 45° c) 60° en el recorrido de 0 a 2 que cumpla:
d) 30° e)36° (4C0s?6-3)(Csc 0 +2) = 0
6. Hallar el menor valor positivo de “x” 3)2 b)g c)1
que satisface la ecuacion: ) e)
2Cos x = 3Tan x 14. Resolver "x" que satisface:
a) &~ b)5_7c )X Tan?x — (1+/3 )Tan x ++/3 =0
! 8 3 a) L.x.31 p) I.I.5m. 4n
a) 2= e) X 54’ 2 4’34’3
3 6 n.5n. . 2n d n.2n.4n
7. Hallar “x” en la ecuacion: ©) 8 8'6 3 ) 333
Tan(45°+x)=3 Tan x + 2 ; 0°<x<90°
a) 15° b) 30° c) 45° e) LT
d) 60° e)75° 32
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Hallar el menor angulo positivo que
cumpla:

Sen3x —E%} Sen x +£= 0

4
T b b
iad b) = il
a) 7 ) 6 c) 3
57 57
d) 2= o n
) 12 ®) 7
Resolver:
Cosx = \/5 Senx + \/E ; una solucién
es:
T b 17n
_= b) —= =
A3 )7y 972
X T
)4 ®) 12
Hallar “o” que cumpla:

Senoc+Cosoc+\/§-C032a=O

T T T
T b) - T
2 76 '8 970
57 T
Hallar “x”:
J2 + Tanx ++/2 - Tanx = +/2Tanx
a) 30° b)60°  c)90°
d) 45° €) 53°

“y, »

Siendo “x,” una raiz de la ecuacion:
3Senx+4Cosx=5
en el intervalo: 0°<x<90

Hallar: x,
a) 30° b) 37° c) 45°
d) 60° e) 53°

Hallar los valores de x en el recorrido
dé (0;m) que satisface:
1 5x 5x
. =—+Sen=—-Cos—
Sen 4x - Cos x 2 > 5
Indicar el cociente entre la mayor y la

menor raiz.

a) 11 b) 13 c) 17
17

d)5 —

) ®)18

CLAVES |
1.c 2.e 3.a 4.d 5.c
6.e 7.b 8.a 9.c | 10.e
1Mb | 12d | 13d | 14b | 15b
16.c | 17d | 18b | 19b | 20.c

Problemas Il
1. Resolver la ecuacion:

2Sen 12x—+/3 =0

a)5° b) 8° c) 10°
d) 14° e)15°
2. Resolver:
V2 Csc(x-8°)-1=0
a)15° b) 30° c)37°
d) 45° e)53°

3. Resolver la siguiente ecuacion:
5Sen(2x+87°)+3 =0

a) 25° b) 39° c) 50°
d) 65° e)70°
4. Resolver:
25C0s(3x+29°) +24 =0
a) 18° b) 25° c) 36°
d) 45° e) 53°

5. Indicar una solucion de la siguiente
ecuacion ecuacion:
Tan(5x+10°)+1=0
a) 10° b) 25° c) 28°
d) 30° e) 45°

6. Hallar las dos primeras soluciones
positivas de la ecuacion:

Senx— \/§Cosx=0
a) {15° 195°%} b) {30°; 210°}
c) {30°; 150°} d) {30°; 60°}
e) {60°; 240°}

7. Hallar la segunda solucion positiva de

la ecuacion:

Cos?x = 1
a) 45° b)90° c)135°
d) 150° e) 315°

8. Calcular la segunda solucion positiva
de la ecuacion:
Senx—Cos x =1
a) 75° b) 45° c) 90°
d) 150° e) 180°
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9.

10.

1.

12.

13.

14.

15.

Resolver: 16. Resolver la siguiente ecuacion, para
Sen4x +Sen2x _ 1 X € [0;2x].
2Cos2x+1 2 Senx + Cos x =1+ Sen 2x
dar como respuesta la suma de
a) = b) on c) X soluciones.

12 4 6 a)n b) 2n c)3n

51 51 d) 4n e)5n
d) — e) o .

6 3 17. Si: x € 190°;180°[ , esolver:
Resolver la ecuaciéon y dar como T%x5+;45 )+gg,(|)§)4°5 )—203;(: 0
respuesta la suma de las soluciones 2) 150° ) 165° c)
comprendidas en [0;2x]: ) e)

(1+Tan x)(1-Tan x) = 1 18. Calcular la mayor solucién positiva y

T 5n menor a una vuelta de la ecuacion:
a) — b) c) — X

3 3 Tanx + Sen x = 2COSZE
d) 3n e) 4n a) 150° b)180°  c)45°
Calcular la tercera solucion positiva d) 225° e)315°
de la ecuacion: . .

2C0os?x — 7Cos X + 3= 0 19. Hal]tgr el numero de squElones
o o o positivas y menores a una vuelta.
2; 280" te); 158" ©) 240 2Sen x + Cot x = Csc x
a)1 b) 2 c)3

Hallar el nimero de soluciones de la d)4 e)5
siguiente %?ﬁgiz’ %ag? i i g) » 180° 20. Si x € [0;2x]; sumar las soluciones de
a)1 b)2 c)3 la ecuacion:
d)4 e)5

) ) Tax = 1—Cosx
Calcular la suma de soluciones de la 9% =1 " Senx
siguiente ecuacion, para x e [0;2x].

Senx—Cos 2x=0 a)g_“ b)3n 0)7_“

3)3_“ b)5_7t (;)7_7t d)n e)2n 2

2 2 2
d)n e)2n
R | indi | nG q CLAVES Il

esolver e indicar g nurr_1ero e Tal 21 341 241 55
soluciones para x e [0;2n] de: 6 8 5 10
Sen?x + Sen x = Cos*x €| 7.C — -2 d
a) 1 b) 2 0)3 11.e | 12c | 13b | 14.c | 15d
16. 17.d 18.d 19.b | 20.
d)4 e)5 £ £
Hallar la menor solucion positiva de la
siguiente ecuacion:
Sen18x+Sen10x+2 \/§ Sen?2x= \/5

T e T

a) — b) = Cc) —
) 12 ) 8 ) 22

T b

d) — e) —
) 42 ) 52
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